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{ls (x, 0)}
INV : ls (x, 0)
while (x != 0) {
{x!=0 ∧ ls (x, 0)}
{∃x′. (x $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
t=x;
{∃x′. t=x ∧ (x $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
{∃x′. (t $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
x= ∗ t;
{∃x′. x=x′ ∧ (t $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
{(t $→ x) ∗ ls (x, 0)}
free(t)
{ls (x, 0)}

}
{x=0 ∧ ls (x, 0)}
{emp}

{ls (x, 0)}
y = 0;
INV : ls (y, 0) ∗ ls (x, 0)
while (x != 0) {
{x!=0 ∧ ls (y, 0) ∗ ls (x, 0)}
{∃x′. ls (y, 0) ∗ (x $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
t = x;
{∃x′. t=x ∧ ls (y, 0) ∗ (x $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
{∃x′. ls (y, 0) ∗ (t $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
x = ∗t;
{∃x′. x=x′ ∧ ls (y, 0) ∗ (t $→ x′) ∗ ls (x′, 0)}
{ls (y, 0) ∗ (t $→ x) ∗ ls (x, 0)}
∗t = y;
{ls (y, 0) ∗ (t $→ y) ∗ ls (x, 0)}
y = t
{∃y′. y=t ∧ ls (y′, 0) ∗ (t $→ y′) ∗ ls (x, 0)}
{ls (y, 0) ∗ ls (x, 0)}

}
{x=0 ∧ ls (y, 0) ∗ ls (x, 0)}
{ls (y, 0)}
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Missing components.
1.  Abstraction.
2.  Rearrangement.
3.  Pruning.



Today’s Lecture

• Understand the abstraction and rearrangement.

• Should be able to build a basic program verifier.

• Will use the term “static analysis”, instead of 
“automatic program verifier”.



Symbolic Heaps
• Assertions of the particular form:

• Restricted. No sep. implication and no univ. quan.

• Built-in list-seg predicate without alpha.

• E.g. 
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free(t)
{ls (x, 0)}

}
{x=0 ∧ ls (x, 0)}
{emp}
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y = 0;
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while (x != 0) {
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}
{x=0 ∧ ls (y, 0) ∗ ls (x, 0)}
{ls (y, 0)}

E,F ::= x | 0
Π ::= E = F | E != F | true | Π ∧Π ′

Σ ::= emp | (E $→ F ) | ls (E,F ) | true | Σ ∗Σ′

P,Q ::= ∃#x. Π ∧Σ
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y = z ∧ ls (x, 0) ∗ ls (y, 0)
∃v′w′. ls (x, v′) ∗ y $→ v′ ∗ v′ $→ w′
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Analysis Algorithm
• Input: a set (i.e., disjunction) of sym. heaps, and a 

program.

• Output: a set of sym. heaps at each program point.

• Finds a proof sketch in separation logic.

• Algorithm: 

• Abstractly run a program with sym. heaps.

• Accumulate all the obtained sym. heaps.

• Repeat until no changes.
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t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  t=0 ᴧ ls(h,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

     create



   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

emp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  h=0 ᴧ t↦0                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   h=t ᴧ t↦0                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’t’’. t’=0 ᴧ t↦t’’ * h↦0                  ∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

∃t’’. t↦h * h↦0                  t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  ∃h’. h=t ᴧ ls (t,0)                  h=t ᴧ ls(t,0)                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

h=0 ᴧ emp          t=0 ᴧ h↦0                   t=0 ᴧ ls(h,0)                  

     create



∃t’’. t↦t’’ * h↦0                  

   h = 0;

   while (nondet) 
   {        
      
      t = new(1);  

      *t=h;  

      h=t;

      t=0;
    
   }

     createemp

h=0 ᴧ emp          

h=0 ᴧ emp          

∃t’. h=0 ᴧ t↦t’                   

∃t’. h=0 ᴧ t↦h                  

∃h’. h=t ᴧ h’=0 ᴧ t↦h’                   

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ t’↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

t=0 ᴧ h↦0                   

∃t’’. t↦h * h↦0                  

∃h’. h=t ᴧ t↦h’ * h’↦0                  

∃t’. t=0 ᴧ h=t’ ᴧ ls(t’,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

t=0 ᴧ ls(h,0)                  

h=0 ᴧ emp          t=0 ᴧ h↦0                   t=0 ᴧ ls(h,0)                  

The output is a proof sketch of
{ emp }create{ (h=0∧emp) ⋁ (t=0∧h↦0) ⋁ (t=0∧ls(h,0)) }



Abstract Semantics of Atomic Command A

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2



Abstract Semantics of Atomic Command A

[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5



Abstract Semantics of Atomic Command A

[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



Abstract Semantics of Atomic Command A

[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

Abstract Semantics of Atomic Command A

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

Abstract Semantics of Atomic Command A

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5



[Step1] Rearrange a symbolic heap, so that it pattern-
matches the precond. of an adjusted proof rule. 
[Step2] Apply the rule.
[Step3] Abstract symbolic heaps.

Abstract Semantics of Atomic Command A

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0{x!→0 ∗ y !→3} {x!→0 ∗ y !→3}free(y){x!→0}
{x!→x′ ∗ y !→3}∗x=0; free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0{x!→0 ∗ y !→y′} {x!→0 ∗ y !→y′}∗y=0{x!→0 ∗ y !→0}
{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0{x!→0 ∗ y !→0} {x!→0 ∗ y !→0}free(y){x!→0}

{x!→x′ ∗ y !→y′}∗x=0; ∗y=0; free(y){x!→0}

{x!→0 ∗ y !→0 ∗ z !→0}∗x=y; ∗y=z; free(x); free(y); free(z){emp}

{x !→ x′ ∗ y !→ 3}
∗x=0;
{x !→ 0 ∗ y !→ 3}
free(y)
{x !→ x′}

{P}x=E{x=E ∧ P} {P}x = new(1){∃x′
0. P ∗ x!→x′

0}

{P ∗ E !→F}x=∗E{x=F ∧ (P ∗ E !→F )}

{∃x′. y !→0 ∗ x!→x′ ∗ x′ !→0}t=x;x=∗t; ∗t=y; y=t{∃y′. y !→y′ ∗ y′ !→0 ∗ x!→0}

Consequence
P |= P ′ {P ′}C{Q′} Q′ |= Q

{P}C{Q}

Existential Elimination
{P}C{Q}

{∃x. P}C{∃x.Q}
x &∈ FV(C)

Disjunction
{P}C{Q}{P ′}C{Q′}
{P ∨ P ′}C{Q ∨Q′}

{α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)}
{∃α. α &=[] ∧ ls α (x, 0)}C{∃α. α &=[] ∧ ls αrev (x, 0)} Exist.

{nels (x, 0)}C{nels (x, 0)}
Conseq.

{nels (x, 0)}reverse{nels (y, 0)} {x=0 ∧ emp}reverse{y=0 ∧ emp}
{nels (x, 0) ∨ x=0 ∧ emp}reverse{nels (y, 0) ∨ y=0 ∧ emp}

Disj.

{emp}
x=0;
while (k > 0) {

t=new(1); ∗t=x;x=t;
k=k−1

}
{nels (x, 0) ∨ (x=0 ∧ emp)}

!A" : SymHeap → P(SymHeap) ∪ {err}
!A" = Abs ◦ RuleApplyA ◦ RearrA

{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

{x!→x′ ∗Σ}∗x=t{x!→t ∗Σ}
{∃"x′. x!→x′ ∗Σ}∗x=t{∃"x′. x!→t ∗Σ}

∃z′. nels (x, 0) ∗ (z !→z′) ∗ (z′ !→0)

2

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{ ∃z′.(x"→0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→x′) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ nels (x′, 0) ∗ (z "→z′) ∗ (z′ "→0) }

{ ∃z′.(x"→t) ∗ nels (z, 0), ∃x′z′.(x"→t) ∗ true ∗ nels (z, 0) }

nels (z, 0)

err

3

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

{x#→x′ ∗ (Π ∧Σ)}∗x=t{x#→t ∗ (Π ∧Σ)}
{ Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}

Conseq.

{∃!x′. Π ∧ x#→x′ ∗Σ}∗x=t{∃!x′. Π ∧ x#→t ∗Σ}
Exist.

∃z′. ls (x, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0)

{ ∃z′. (x=z′∧emp)∗(z #→z′)∗(z′ #→0), ∃x′.(x#→x′)∗ ls (x′, z′)∗(z #→z′)∗(z′ #→0) }

∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0),

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ ∃z′. (x=z′) ∧ (z #→x) ∗ (x#→0), ∃x′.(x#→x′) ∗ ls (x′, z′) ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

{ (z #→x) ∗ (x#→t), ∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (z #→z′) ∗ (z′ #→0) }

∃x′.(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

(x#→t) ∗ true ∗ (ls (z, 0))

ls (x, 0)

err

5
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